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Capitolul 1
MULTIMI DE NUMERE

1.1. Multimea numerelor reale. Modul, aproximari,
parte intreaga, parte fractionara

a. Multimile N, Z, Q

N=1{0,1,2,3,...},N"={1,2,3, ...}
Rezolvarea unor ecuatii de forma a + x = b, a > b, a dus la considerarea multimii
Z=4{..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Rezolvarea unor ecuatii de forma bx =a, a, b €

€ Z,cu(a,b)#1,acondus la considerarea multimii Q = {%la,b eZ,b# 0} .

Definitia 1. Fractiile %,% cua, b,c,de Z,b+#0,d#+0, se numesc echivalente

dacd ad = bc. Multimea tuturor fractiilor lor echivalente cu o fractie datd, se numeste
numar rational. Avem Nc Z c Q.

Teorema 1. Adunarea si inmultirea pe multimile N, Z, Q au proprietitile:

1) comutativitate: a + b=b+a;a-b=b-a;

2) asociativitate: (a + b) +c=a+ (b +c); (ab) - c=a - (bc);

3) 0 este element neutru pentru adunare: a +0=0+a=aq;

4) 1 este element neutru pentru inmultire: a- 1=1-a=a;

5) orice element a € Q sau g € Z are un opus (notatca—a) : a+ (—a)=0;

. N . _ 1 _
6) orice element ¢ € Q' are un invers (notat cu a lsau —):a-a'=1;
a

7) inmultirea este distributiva fatd de adunare: a - (b +c) =ab + ac.

Observatii: a) In N doar 0 are opus (pe 0). b) In N un singur element este inversabil
(1). Inversul lui 1 este 1. ) fn Z, elementele inversabile sunt 1 si— 1. Avem (1) = 1.

Definitia 2. Spunem c3 @ > b daci existd ¢ > 0 astfel incit a = b + ¢; spunem ca
a > b dacd existd ¢ > 0 astfel incdta=b + c.

8) Trichotomie. Pentru orice a, b € Q avem a > b sau a = b sau b > g,

9) Axioma lui Arhimede. Pentru orice doud numere naturale a, b, a > 0, exista n €

N astfel incit a - n> b (se ia n={ﬁ}+l)
a

e Orice fractie ordinard se transformi in fractie zecimald aplicdnd algoritmul de
impartire a numerelor naturale;
e fractie zecimald periodicd simpld (ao € N, a, a2, ...ay cifre)

ads..a,
ao(ai, ar...an) = a; + —35—9—;

n cifre



e fractie zecimala periodicd mixta (ag.€ N, a1, @z, ..., du, b1, b2, ..., by cifre)

aa,..abb,..b —aa,..a,
999...900...0
————
m n
Teorema 2. Orice numar rational se reprezintd sub forma unei fractii zecimale finite
sau a unei fractii zecimale infinite periodice cu perioada diferitd de 9.

Ay, ), 0y...a,(bby..b, ) = ay +

b. Multimea R. Ordonarea numerelor reale

Rezolvarea ecuatiilor de forma x* = p, p numir prim, x € Q, imposibilitatea compa-
rarii unor lungimi din geometrie (diagonala cu latura péatratului, lungimea cercului cu
diametrul sdu) au condus la considerarea multimii numerelor irationale.

Avem Q n 1=, Q UI =R (observatie: [ nu este notatie consacrata).
AvemNcZcQcR;IcR.

Exemple de numere irationale: /p , p numér prim; 7.

Axa numerelor reale este o dreaptd pe care s-au fixat: originea O, un sens pozitiv (de
la stinga la dreapta) si o unitate de masurd ([O4] — segment unitate, 4 la dreapta originii.
N B O 4 M
: ; . ! : y X
T T T T T 7
X, 1 0 1 Xm

Fiecédrui numdr real x,, > 0 1i corespunde un punct unic M € (OA astfel incdt OM =
= xu §i reciproc.

Fiecdrui numdr real x, < 0 ii corespunde un punct unic N € (OB astfel incat ON =
= |xa] = — xw §i reciproc.

Definitia 3. Avem x> xy daci M = N sau M este la dreapta lui V.

Definitia 4. Fie ¢, » € R. Avem a > b daci existid ¢ > 0 astfel incit b= a + ¢. Avem
a> b daci existd ¢ > 0 astfel incit b=a + c.

Observatie. Orice numir irational se reprezintd ca un numair zecimal cu o infinitate
de zecimale care nu se succed periodic. Exemplu: 2,13133133313333......

Teorema 3. intre dous numere reale exista cel putin un numdr rational si cel putin
un numdr irational.

Teorema 4. Relatia ,,<” (respectiv ,,>”) este o relatie de ordine pe R, adicé are urma-
toarele proprietiti:

a) reflexivitate: a<a, Va € R;

b) antisimetrie: a < b, b<a=a=b;

c) tranzitivitate: a< b, b<c = a=c.

Teorema 5. Relatia ,,<” (respectiv ,,>”) are doar proprietatea de tranzitivitate.

O relatie reflexiva, antisimetrica gi tranzitiva se numeste relatie de ordine.

O relatie reflexiva, simetricd si tranzitivd se numeste relatie de echivalenta.

Teorema 6. Adunarea si inmultirea pe R are aceleasi proprietati ca adunarea si in-
multirea pe Q (Teorema 1, paragraful 1.2).
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Definitia 5. Definim scaderea si imparfirea astfel:

1 .
a)a-b=a+(-b),VabekR; b)a:bza;:%,VaGR,VbeR.
Legatura dintre relatia de ordine si operatiile de adunare si inmultire pe R se face

prin urmatoarele proprietati:

aA)as<b,ceR=a+c<h+g bla<b,c<d=a+tc<b+d,
c)a<b,cz20=ac<bc, d)ya<h,c<0=ac>bc;
e)0<a<b,0<c<d= ac<bdsi séé
¢
¢. Modulul unui numir real
. . J—x,x<0
Definitia 6: Pentru orice x € R avem [x‘ = .
lx,xZO
Proprietétile modulului numerelor reale
Pentru orice x, y € R, a > 0, avem:
Dx20,x>0=x#0,x|=0=x=0; 2) |- x| = lxf, ¥ = x* = x5
3) x| = max(-x, x); 4 Ity s+ s
5) b=yl < x| + s 6) byl =[x - [vf;
\x [+ .
N =|=1> y#0; 8) x| = Iyll < ke~ y;
vy
O x| = Wil < e + ¥ 1) ¥ <ae-a<x<a
1) x|<a<>—a<x<a 12) x| > a < x <-asaux>a;

B)2a<x<—asaux>a.

d. Aproximiri prin lipsi sau prin adaos

Se numeste numdr real un numir x reprezentat prin scrierea x = ag a1a2as. ..., unde
ao € Z, iar g; sunt cifre, Vi € N".

Definitia 7: Numarul g aproximeaz3 prin lipsd numdirul x cu o eroare mai mica decat
k(k>0)dacdia<x<a+k(adici0<x—a<k).

Definitia 8: Numarul a aproximeaza prin adaos numirul x cu o eroare mai mica de-
cit k (k> 0) dacd a — k < x < a + k (adici |x — a| < k). In practicd de obicei se lucreaza
cu aproximdri de forma 10™, n € N.

e Aproximadrile zecimale ale numarului x > 0 cu eroarea mai mica decat 10™ sunt:

- prin lipsd: x', = ao,d1as. ..an

- prin adaos: x'', = ap,q10>...a, + 107",

Observatii: a)x',, x"» € Q; b)x',<x<x'"y

)x'n=x"+ 107 d) x —x'n <107 ¢y — x| < 107",
¢ Aproximdrile zecimale ale numirului x < 0 cu eroarea mai mici decat 10" sunt:

- prin lips&: x', = ao,maz...a, — ; - prin adaos: x", = ap,maz. . .ay.

10"



Observatii: a)x's, x"", € Q; b)x'<x<x'y
1
10"

Definitia 9: Aproximarile zecimale prin lipsa cu o eroare mai mici decat 107 ale
numirului real x se numesc trunchieri de ordinul # ale lui x.

Definitia 10: Se numeste rotunjire a numarului x la a n-a zecimald, cel mai apropiat
numir fatd de x dintre numerele x', §i x"'s.

Observatie: Daci x = ap,a1a2a3...> 0, atunci rotunjirea la a n-a zecimala a lui x este:

a) ao,a1y...,an dacd a1 € {0, 1, 2,3, 4};

b) an,a1a...a, + 107" dacd a,+1 € {5,6,7,8,9}.

Definitia 11: Fiind date numdrul real x si o valoare aproximativ a lui x, atunci Ax = a
— x se numeste eroare absolutd. Dacd Ax < 0, g este aproximare prin lipsé, iar daci
Ax > 0, a este aproximare prin adaos.

Definitia 12: Spunem ci b este o aproximare ,,mai buna” decit a pentru numérul x
daci [x — b| < |x —al.

c) xln = xlln _

; d) e — X' < 107 e — x| < 107",

e. Partea intreagi si partea fractionari a unui numar real
Definitia 1. Se numeste partea intreagd a unui numir real x cel mai mare numér in-
treg cel mult egal cux. Avem [x]=n,n e Z,unden<x<n+ 1.
Definitia 2. Se numeste parte fractionard a numarului real x numirul {x} =x — [-x].
Proprietati:

"D x]ISx<[x]+1,VxeR; 6) {x} €[0,1),VxeR;
Dx—1<x]£x,VxeR; NDixl=xxeZ;
Nx<0=[x]<0; 8 {x}=xo=xe0,1)
Hx>20=>[x]20; 9H{xt=0exei;
Sx]1=[x],VxeR; 10)[ptx]=n+[x],VneZ Vxek

IN{ntx}={x},VneZ Vxek;
12) Identitatea lui Hermite. Pentru orice x € R, orice n € N* — {1} avem:

[x]+[x+%}+|:x+%}+...+[x+n7-l}:[nx].

Probleme rezolvate

1. Determinati numarul de triplete (g, b, ¢) de numere naturale nenule distincte pentru
care a,(b) + b,(¢) + c,{a) = 8,(8).
atb+c

8
Solutie. a + b + ¢+ :85 < a+b+c=28 Presupunem 1 <a < h <ec.

Avem solutiile (1, 2, 5), (1, 3, 4). Prin permutari se obtin 6 + 6 = 12 solutit.

a b c

2. Fie a, b, ¢ cu abc = 1. Determinati numérul 4= + + .
ab+a+l betb+l cat+c+l

6



3 ab B ab c
be+b+1l abc+ab+a ab+a+1 ca+c+]
abce 1 i . a+ab+1
= = statunci 4 = =
(abc)-a+abc+ab ab+a+1 ab+a+1

Solutie. Deoarece abc = 1, avem

3. Rezolvatt inecuatiile:
a_)—l"f;igo; b) [2x— 1]+ [2x + 1] < 2.
2-|2-x]

24x—2=x,x<2

£l

Solutie. a) Numitorul este f(x) = { .Avem |x¥* -1/ >0 cu =

2-x+2=4-x,x>2
pentru x = +1. Atunci este necesar ca f(x) < 0. Avem f(x) <0 pentru x € (—0, 0) U (4, ©)

—2x+1-2x-1=-4x, x<—%

sideci S= (-0, 0) U {1} U(2,0); b) f(x) = {-2x+1+2x+1=2, xe{—%, %} Pen-

2x~-1+2x+1=4x, x>]5

1 :
trux < -3 avem f(x) = —4x > 2. Pentru x > % avem f(x) > 2. Raméne § = [—12 %} :

. b -
4. Demonstrati cd max(a, b) = ﬂ%la_bl’ a, b eR.

a+b+la—bl a+b+a-b

Solutie. 1lya> b= =a=max(a, b);

2
ia<b= atbtla—bl_a+b-a+h = b= max(a, b).
2 2
. : 1
5. Demonstrati cé pentru orice x € R, avem [x] + x+5 L= [2x].
i

. . 1 . 1 1
Solutie. Fie [x]=n,n € Z; i) Dacd x € [n, n+EJ, atunci x+§e|[n+;, n+lj, 2x €
I_ L

) |
€ [2n, 2n+ 1) sideci [x] + [x+5-:l =n+n=2n=2x].
3 s 1 ) A 1 :
i1) Dacd x e n+5,n+lJ,atunc1x+§s n+l, n+l+5 ,2v e 2n+1,2n+ 2)si

1
[x] + [x+5] =n+n+1=2n+1=[2x]. Deoarece R = U[n, n+1), identitatea este

nel

adevdrata pentru orice x € [n, n+ 1) este adevirata pe K.

7



Probleme propuse

1. Efectuati:
a) 0,2+§(L+lei):|:(0,1)2;
31\45 30 12

o henagp{(d-S) L 41,5 L)
150 20,/ 300 2542 36 63

1 1 1 ( 1 1 1 j
c) + + : + + .
0,2H) 0,42) 0,84 0,2() 0,42) 0,84

2. Dati cate doua exemple de perechi (x, y) cu proprietitile:

a)x,ye Z\N,xy e N; b)x,yeZ\N,i e N;
y

c)x,yeQ\Z,x+yeZ, d)x,yeQ\Z,xy e Z

3. Demonstrati cd 0,(abc)+0,(bca) +0,(cab) = 0,a(bc) +0,b(ca) +0,c(ab) .

4. Justificati care din afirmatiile urmitoare sunt adevirate:

a)a,beR\Q=a+beR\Q; b)a,b e R\Q=>a-beR\Q;
¢)a,be R\Q=>abeR\Q; d)a,beR\Q:%eR\Q;
e)a+tbh)eQ=>a,be(; Dabe Q=a,beqQ.

S. Determinati aproximdrile prin lipsd, respectiv prin adaos cu n zecimale, unde n €
e {0, 1, 2, 3} pentru numerele:

a) 2,4375; b) -3,2689; ¢) 4,(36); d) —4,(265);

e) 5,15(7); f) -5,63(26); g) —4,00006.

6. Ordonati crescitor numerele:
a) 1,(23); 1,23; 1,23); 1,23(4); 1,2(34);
b) -3,1(7); -3,17; -3,175; -3,17(4); -3,17(5).

7. Aproximati prin lipsa, respectiv prin adaos cu doud zecimale numerele:

4 2 1
) a=1s T ) €=713
8. Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati ci:
a)+b*+ct>ab + be + ca; b)(a + b + c)* > 3(ab + bc + ca);
3@+ +cAD)=2(a@+b+c) d) &b* + B’ + c*a* 2 abe(a + b + ¢);
e) (a + b)b + ¢c)(c + a) > 8abc; fa*+b*+c>abcla+ b+ c).

9. Fie a, b, ¢ € Z astfel incét ab’c® = 1. Determinati numerele:
A=la+b—c|,B=|ab-bc—ca+l].

8



10 Demonstrati‘ed dacix;y € [4, 6]; atunci xy — 5(x +y) + 30 € [4, 6].

a+b—|a-b|

11. Fie a, b € R. Demonstrati ¢ min(a, b) = 5

12.Fiea, b € {1, 0}, x, y € R. Demonstrati ci |ax + by| < |x| + [y.

13. Rezolvati ecuatiile:

a) j(x - 3)° - (x + 3)°| = 12; b) [(x + 1)~ (x 1)’ = ;

1 1
c)x-3|+|x+3]=6; d) [—| == )
=31+ +3) ) = xz_lj

14. Rezolvati inecuatiile:
2) 3x+1+321; b) x-3 lsl
X 2 1-2x 2| 6

¢) 2x* —3]x| +1<0;
¢) [3x—2|+ Bx + 2| < 4.

d) x-6)3 - x—-2)>0;

15. Demonstrati cé:
x>0 [x]20;

b)x<0& [x]<0; c) [[x]] =[x].

16. Demonstrati ci pentru orice x € R avem:
a)[x]<x<[x]+1; byx+1<[x]<x

17. Fie x, y € R astfel incat [x] = [y]. Demonstrati c¢i [x —y| < 1.

18. Fie x, y € R astfel incit {x} = {y}. Demonstrati ci x —y € Z.

19. Demonstrati ca pentru orice x € R au loc relatiile:

3 —x],xeZ ) 3
) E(x),—{_[x]_l, S b {x]+[x]-{

0, xeZ
-, xeR\Z’

20. Determinati partea intreagi si partea fractionard a numerelor:
a) 2,14; b) -5,38; )3 -1

21. Demonstrati ca:
a)

—l]=[a]<:>a=-|_-1; b)[n] +[n]=0n e Z
La

22. Rezolvati ecuatiile:

92 -3

) x+4]=x+3; b)[2x+1]:4; C)[3x+2]: —x+3
L 3 4 3 4 2
x=3] =x+1 3x-1] 3x+1 2x2+1}

dy | — |=— = =

)[ 3 } 4 °)[ 2 } 2 ﬂ[ R



1.2, Puteri cu exponent numar intreg

Definitia 1. Fie a € R §i n € N', n > 2. Se numeste puterea n a lui a (notatd g”) pro-
dusul lui a cu el Insusi avand » factori.

Avem: 1)0"=0,VneN;2)1"=1,¥VneN;3)a’=1,Vne N, aeR"
4) a' = a; 5) 0° nu are sens.

Proprietiti ale puterilor naturale ale numerelor reale:

1)d" - &" = &"*" (inmultirea puterilor cu aceeasi bazi), a € R, m, n e N*;

2)d" . a" = a™" (impdrtirea puterilor cu aceeasi bazi),a c R,m,n e N', m>n;

3) (ab)" = d" - b" (puterea produsului), a, b € R, n € N*;

4) (%J = Z—" (puterea citului),a € R, b € R, n e N*;

5) (@")" = @™ (puterea altei puteri), a € R, m, n e N".
Definitia 2. Fie a € R", n € N". Se numeste puterea (—n) a numarului @ numirul

Proprietatile puterilor cu exponent intreg negativ ale unui numir real nenul sunt
aceleasi cu cele de la puterile cu exponent natural, cu exceptia faptului ca proprietatea
2 este adevérata pentru orice m, n € Z.

Teorema 1. Fiea € R*, n e N.

1) Dacd a > 0, atunci a” > 0.

ii) Dacd a < 0 si n este numdr par, atunci a” > 0.

ii1) Dac# a < 0 §i » este numir impar, atunci a” < 0.

Observatie. Se tine seams c3 pentru orice a € R" avem (~a)’ =a*=a - a > 0.

Teorema 2. Fie a > O sifiem, n € Z.

i)Dacia> 1, atuncia” > a" < m>n.

ii) Daci 0 <g < 1, atunci a” > a" < m <n.

iii) Dacia# 1, atuncid”"=a" < m=n.

Demonstrafie. 1) Presupunem m > n. Atunci m —n > 1 si avem a” = a”" - &". Pre-
supunem a” > g". Dacd m < n, atunci a” < a” (contradictie). Daci m = n, atunci " = a".

Deci m > n. ii) Fie b:l > 1. Folosim i). Avem ¢" > d" < bl’">bi" SV > o m<n
a

n

i) "= a"e> L =1 d™=1.Cuma# 1,avemn—m=0m = n,
a
Identititi remarcabile:
1) (a+ by’ =d*+ b + 2ab; 2) (@t b =’ £3d°b +3ab* + b,
3) @+ b =(a + b)(d®—ab + b?); 4) @ —b=(a-b)a®+ab+ b);
5) @ —b* = (a—b)a + b); 6) a* — b* = (a— b)(a + b)(d® + b).
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Probleme propuse

1. Calculati puterile cu exponent 2, 3, 4 pentru numerele:

2)2; b)-3; c)g; d)—%; 02  DH-00L

2. Determinati semnele urmitoarelor puteri:

Y, 2Y, RN R
a)( 2), b)( 3), c)(( 4]], d) (-2,5""", neN.

3. a) Scrieti ca puteri ale lui 2 numerele: 16, 32, 128, 512, 2048, 8192;
b) Scrieti ca puteri ale lui 3 numerele: 27, 243, 2187, 19683, 177147,
¢) Scrieti ca puteri ale lui 5 numerele: 125, 3125, 78125, 290625.

4. Efectuati:
2* 3 1 2
a) —-—; b) 125° - —; C) ——.
81 16 ) 25* ) 8%y
5. Determinati n € N, stiind ca:
a) 2% . 4% . g4 =415, b)4-256<2"<16°.
| 16 (2Y _[r2Y]
6. Determinati n € N, stiind ci F > (Ej > ng } .

7. Demonstrati ca:
a) a' — b* = (a— b)(a + b)(@ + bY);
b)a* - b* = (a—b)(@ + b +ab’ + b);
) @® —b°=(a—b)(a + b)(a* —ab + b*)d* + ab + b?).

8. Determinati # € N, stiind cé:

2) (94+5) +(9-+5) =r*; b) (1+85) +(1-85) =8".

9. Demonstrati ci pentru orice numere reale a, b, c avem:
(a-b>’+(b—-c)+(c-ay=3a-b)b-c)c—a).

10. Fie a, b € R. Demonstrati ci:
a)a*=b < | =|b|; =P <a=bh.

11.Fie a, b € R cua <b. Demonstrati cd a® <5’ .
12. Fie a, b € R cu a < b. Comparati a* cu b*.

13. Precizati care numdr este mai mare:
a) 4% sau 2; b) 27° sau 9°%; ¢) 125% sau 25, d) 4% sau 3%,
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14. Calculati:
a) [(=)° T +(2»)* +(—%) (=9 b [(1012 +1012) (101 —1012) T ;

-2

o(=-5)(+3) ] nez

15. Determinati m, n, p € Z, daci 23 = L .
57 375000
16. Calculati:
e i L 5-47-3.8°
2y (233 4 275 + ((<2))! + (_0.5)°: _ .

2)(37): (3)+27+((-2)) +(-0,5) b) e c) 16
17. Descompuneti in factori expresiile:

@ +a-a-1; b)a*-2d8-2a—1; ¢) a*+a’h + b,

dad+a*+1; ea+b+cy—(@+b+3; D@-by’+@B-c)-(a-c).

18. Scrieti expresiile urmitoare sub forma x”, n € Z:

4, [(I—z K T

s ()7 0 Bl

[T}

a) v () b) X
X X X

19. Aduceti la forma cea mai simpl3 expresiile:
1 1 2a 4a’ 8a’

l-a l+a 1+d*® 1+a* 1+a*’
a a+a+1 a*—a-1 2a°

b)

- 5
a’-1 d@-a*+a-1 d+d*+a+l at -1

(oot ()

20.Fiea, b,c € Rcua+ b+ c=0. Demonstrati ci:
a+b+¢° B @+ +¢ P+ +c .

a) 5

5 3 2
b) a +b’+c’ a+b +c _a2+b2+c2
7 5 2

21. Demonstrati cd pentru orice #» € N avem:

ml_ _
2) 8 +88+888+... + 88,88 = U0 —9n=10).
non 81

a+1+a+3+a+7+m+a+2 -1 =n+(n—1)(2 _1),a cR
2 4 8 2" 2"

b)
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1.3. Radicali de ordinul 2. Radicali de ordinul 3

Teorema 1. Pentru orice numir real g > 0 existd un numdr real unic x > 0 astfel in-

cit x* = a (numirul real x notat cu Ja se numeste radicina pétratd a numdrului g).
Teorema 2. Pentru orice numir real a existd un numir real unic x astfel incatx’ =a

(Numarul real x notat cu Ya se numeste radicina cubicd a numdrului g, sau radicalul

de ordinul 3 din a).
o Proprietitile radicalului de ordinul 2: Fie >0, 5> 0,7 € N'. Avem:

a)\/c?=a(pentruaeRavem\/a_2=|a|); b)J%:\/;-\/—I;;
c)\/%z—:;_%; Oa=(Va)'; e a*=a";  Ha<b= Ja<ib.

Observatie. Daci a <0, b <0 avem: Jab =+J-a \-b.

« Proprietiiile radicalului de ordinul 3: Fie a, b € R, b #0,n € N". Avem:
a)a<0:%/5<0; b)a>0:>%/;>0; c)%/%=i/5-%/3;
3 3. ﬁ_i_‘i. 3 n_(3 y".
d) Y~a=-3a; DErass 0 Yo" =(Ya)';
g) Va" =a"; ha<b= Ya<ib.
« Formula radicalilor dubli (compusi, suprapusi)

2 _ 2
FieaZO,bZO,azzb.Avem:1,'aJ_r\/Z:Jﬂ+v'a bt\/a < b

2 2
e Pentru rationalizarea numitorilor se folosesc formulele:

1) \/;-x/;=a,a>0; 2) (\/;—\/E)(\/;+\/3)=a—b,a,b>0;
3) Ya-Ya* =a; 4) (%/5—%/3)-(3/a_z+%/£+3b2)=a—b;
5) (%/Z+%/3)(i/a_2—i/ﬁ+i/b_2)=a+b.

Alte proprietiti (de ,,monotonie™): i) Fiea>0, 5> 0. Atuncia < b < Ja<b.
ii)Fiea,b € R. Atuncia<b < Ya<ib.

Probleme rezolvate

' 2 2
1. Determinati x € R pentru care \/x2 4=\]x2+1.
x +1 x -4
2 2
-4 . 1
2 2505 220 x € (=0 -2) U (2 @) = D.
x°+1 x —4

13
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. g § Gatd X
Ridicand relafia Ia patrat avem —— = =X T2 o (32 _4) = (P +1 = 1052 =15 =

¥+1 x*—4
= x:i\EeD:S=®.

2. Ariitati ci a=\j2—\/§+\/5—\/13+4\/§ eN.

Solutie. Folosind formula radicalilor dubli obtinem:

f——13+m=\/13+ 1269—48 +J13—\/169—48 :\/13+11+\/13—11 _

2 2 2
=12 +1=243 +L; azxfz—\/_iﬂ/s-z\/i—l.Analog Va-23 =3-1.
Decia=vV2-V3+3-1=V1=1eN.

3. Determinati numdrul 4 = {/20+\/392 + {/20—\/392 ;

Solufie. Fie x={/20+\/392, y= {/20—\/392 . Avem x>320+2>2, 3> 0 sl xy =
= 3/400-392 = 2. Atunci £* = x> + 3* + 3xp(x + ) = 20 + /392 + 20 — /392 +
+3-24=40+64 < 4 — 6440 =0 < (4° — 44%) + (442 - 164) + (104 — 40) =
=0 (A-4)(A>+44+10)=0. Deoarece 4>+ 44 + 10=(A+ 2+ 6> 0= A =4.

4. Rezolvati ecuatia Jx+1+3Yx+2+Yx+3=0.

Solutia 1. 3/x+2=—(3/x+1+3/x+3)<:>x+2=—|:x+1+x+3+3\3/x+1-\3/x+3 .

: (\3/x+1+3x+3)}c>x+2:—[2(x+2)+3{/(x+1)(x+3)-(—3/x+2)} o

o 3(x+2):3{/(x+1)(x+3)-%/x+2 =>x+2=0 sau J(x+2)* =J(x+D(x+3) <
< x=-2saux’+4x +4=x"+4x + 3. Rimane x = 2.

Solutia I Fie f: R > R, f(x) = ¥x+1+Yx+2+3Yx+3. Functia f este strict cresci-
toare si deoarece f(—2) = 0 = x = -2 solutie unica.

Probleme propuse

1. Demonstrati ci pentru orice a, b € (0, ), a < b, avem:

2 0
2(_1bS abSa+bS a +b <bh

a+b 2 2

a<

2. Determinati x € R pentru care sunt definite expresiile:

2) 2[4 ; b) J4-|2x-2; ) Vx+2+2-x;
d) ¥’ -1-+x* -1; e) (¥ -1)(x+2) ) & -)E-x)(x-2).
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3. Determinafi xR stiind ca:

a) Vx' —2x+1=x-1; b) V4x* —4x+1=1-2x; C)\/?zx;
d) J(xr-1) =x-1; e) J(x—1° =1-x; f) Jo-2y7 =(Vx-2)

4. Efectuati:

B3-2 3442 .
)\/§+\F NERCE b) VT+43 +7-43 ;

c) \/26+6\/13—4m‘8+2\/6—2\/§ ;
d) \/2+\5—\f2+\,‘2+\/3_ -J2+\/2+\j2+\/§ -Jz—\;2+\/2+\/§ )

5. Determinati a, b, ¢ € Q stiind ca:

a) ——a+b\/§+c\/_ b) \/6+2\/5+2\/§+2\[6—=a+b\/§+c\/§;
\/_+1 J+2
) V114632 +43 + 26 = av2 + b3 + 6 .

6. Rationalizati:

a)#- b)——3_2\/§- ¢) — vis
W6 +3v2° 342427 573 375

& ——r; 9 . p_L_
1+4/2+43 J2+3+45 J8+2415

g ] + 1 : h)—l——- i) 1 .
J11+2430  +11-2430 1+32+3/4° Ya -3

3 _1___ 2 _ ) 6 ‘

) B+ ¥ N +3¥4° 333+39 +3

7. Comparati numerele a §i b in cazurile:

A)a=I1+13;6=V10+V14;  bya=17-13,b=J15-+11.
8. Demonstrati ca:

2) V8+v8 +v20 +v30 =1++/2+4/5; b)

2443 243
+
V24248 242\

9. Fie x € [-4; 0], y € R astfel incat x — 4 y + 4 = 0. Determinati:
az\/)c2 +9y° +8x+16+\/)c2 +93" -18y+9.

>1,41(4).

10. Determinati urmaétoarele numere:
2) Y9+ 445 +3/9-445 ; 0 7+5v2 Y532 -7;
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) Y9B+11/2 Yo 3 112!

11. Calculati sumele:

)= z\/_+\/E+1

12. Efectuati:

d) 310+14v2 +20-1442 .

n 1
b Sn= .
) ;k\/k+1+(k+1)\/f

8) (VZ+3+5)(V2 -3 +5)(+5-+2);
b) (3\/§—2\/E+\/%):(3\/E—2\/?7-+\/4_5-).

13. Efectuati:
2 PB-1 [9-543
B+l 9+5J§’

14. Efectuati:
243 2-43
\/_+\/2+\/_ V22— \/_

15. Efectuati:

a) 1749 +4y5

16. Rationalizati fractiile:

a)

) V5+43
NN

1 .

RN O TP TR Tk

17. Efectuati:

V5-26 (5+26 ) (49 - 20\/‘)‘

)\/_3J—+3\/‘J_

b) V384175 —/9+445 .

J3 22 \3+2V2
\/1? 122 17+1242

b) \/3+\/5-\/13+4\/§ .

1 .
LTI A
p 2+6
2V2+23-J6-2"
[ 6+442 6-4v2 Jz
b) + .
VZ+J6+42 V2 -\6-42

2+.3 243 J

| [2=43 V21
18. Efectuati (J2+\/§+\j\/§+1](\/_+\/2+x/_ \/2— 2

a’+2a-3+(a+DVa*-9 _va+3

19. Pentru a > 3, demonstrati ca

a*-2a-3+(a-1a* -9 a-3

Vi+x? +4/1-%2 2ab

20. Pentru ab > 0, determinati E(x) =

V45 —J1-# a’+b*



